Esercitazione riepilogativa 15 dicembre 2011 by Ritelli, Daniele
1/14 Pi?
22333ML232
Dipartimento di Matematica per le scienze economiche e
sociali Universita` di Bologna
Modelli 1
lezione 20 15 dicembre 2011
Esercitazione riepilogativa
professor Daniele Ritelli
www.unibo.it/docenti/daniele.ritelli
2/14 Pi?
22333ML232
La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`
f(X,Y )(x, y) =
1
pi
e−(x
2+y2)
1. Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y
siano indipendenti.
2. Determinare Cov(X, Y )
3. Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .
4. Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = Y/X.
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fX(x) =
∫ ∞
−∞
f(X,Y )(x, y)dy =
1
pi
e−x
2
∫ ∞
−∞
e−y
2
dy =
1√
pi
e−x
2
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Analogamente fY (y) =
1√
pi
e−y
2
quindi X e Y sono indipendenti
perche´ f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y)
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Analogamente fY (y) =
1√
pi
e−y
2
quindi X e Y sono indipendenti
perche´ f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y)
fX(x) e fY (y) sono funzioni pari quindi E(X) = E(Y ) = E(XY ) = 0
e allora Cov(X, Y ) = 0
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Premetto una utile formula di integrazione: siano a > 0, c > 0, b2 −
4ac < 0
∫ ∞
−∞
e−(ax
2+bxy+cy2)dy =
√
pi√
c
e−
(4ac−b2)x2
4c
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La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`
f(X,Y )(x, y) =
1
2pi
√
3
e−
1
3 (x
2−xy+y2)
1. Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y
siano indipendenti.
2. Verificare che si tratta effettivamente di una densita`
3. Determinare Cov(X, Y )
4. Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .
5. Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = Y/X.
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Per verificare che si tratta proprio di una densita` a questo punto basta
calcolare l’integrale di una qualsiasi delle due marginali
∫ ∞
−∞
e−
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4
2
√
pi
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Bisogna ricordare la formula
∫ ∞
−∞
e−a
2x2dx =
√
pi
a
e usarla per a =
1
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Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
7/14 Pi?
22333ML232
Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2
7/14 Pi?
22333ML232
Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X2)
7/14 Pi?
22333ML232
Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X2) = 1
2
√
pi
∫ ∞
−∞
x2 e−
x2
4 dx
7/14 Pi?
22333ML232
Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X2) = 1
2
√
pi
∫ ∞
−∞
x2 e−
x2
4 dx
Qui richiamo la formula di integrazione∫ ∞
−∞
x2e−a
2x2dx =
√
pi
2a3
che va applicata per a =
1
2
in modo che Var(X) = 2
7/14 Pi?
22333ML232
Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0
Var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X2) = 1
2
√
pi
∫ ∞
−∞
x2 e−
x2
4 dx
Qui richiamo la formula di integrazione∫ ∞
−∞
x2e−a
2x2dx =
√
pi
2a3
che va applicata per a =
1
2
in modo che Var(X) = 2
Naturalmente e` anche Var(Y ) = 2
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Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).
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Cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ). Essendo fX(x), fY (y) funzioni pari
e` E(X) = E(Y ) = 0 quindi Cov(X, Y ) = E(XY )
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Cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ). Essendo fX(x), fY (y) funzioni pari
e` E(X) = E(Y ) = 0 quindi Cov(X, Y ) = E(XY )
In questo caso X e Y non sono indipendenti e dunque
E(XY ) =
∫∫
R2
xyf(X,Y )(x, y)dxdy
=
1
2pi
√
3
∫
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nell’ultimo passaggio ho usato∫
R
ye−(ax
2+bxy+cy2)dy = − b
√
pi
2c3/2
xe−
x2(4ac−b2)
4c
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Conclusione Cov(X, Y ) = 1
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Coefficiente di correlazione
||fX ||22 =
∫ ∞
−∞
f 2X(x)dx =
1
4pi
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fX+Y (z) =
∫ ∞
−∞
fX(x)fY (z − x)dx
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Giustificare, motivando, il passaggio al limite sotto il segno di integrale
lim
n→∞
∫ 1
0
x4
x2 + n2
dx
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≤ x
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x2 + 1
∈ L([0, 1]) =⇒ lim
n→∞
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Se A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} calcolare
∫∫
A
√
1− (x2 + y2) dxdy
13/14 Pi?
22333ML232
Se A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} calcolare
∫∫
A
√
1− (x2 + y2) dxdy
Passando a coordinate polari abbiamo∫∫
A
√
1− (x2 + y2) dxdy = 2pi
∫ 1
0
ρ
√
1− ρ2d ρ = 2pi
3
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Usando le funzioni euleriane calcolare
∫ 1
0
dx√
1− x4
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